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Esercizio 1

Si consideri il sistema lineare Ax = b, dove

1 2 0 -1
A=|2 -1 -1 | e b=| 2. (1)
0 -1 2 3

1. Dire se la matrice A ¢ simmetrica e definita positiva.

2. Si calcolino la matrice diagonale D e la matrice triangolare inferiore L con £; =1, i =
1,2,3 tali che A= LDL".

3. Si utilizzi la fattorizzazione trovata per risolvere il sistema (1).

Risoluzione

1. La matrice A & evidentemente simmetrica. Avendo un elemento negativo sulla diagonale
principale, non € pero definita positiva.

2. Ponendo:

1 0 0 d 0 0
L=(a 10] D= 0 d o
0 /4 1 0 0 ds
si ottiene:
dy = any,
li = aji1/d; :
—1,2
{ dit1 = Qiy1iv1 — dil? !
e quindi:
1 0 0 1 0 0
L= 2 1 0 D= 0 -5 0
0 02 1 0 0 2.2

3. Essendo A = LDLT per risolvere Ax = b basta risolvere i tre sitemi lineari:

Ly=b — y=(-1, 4, 2.2)T,
Dz = — z=(-1, 08, 17
L'x =1z — x=(1, -1, 1)



Esercizio 2

Si consideri il seguente problema di punto fisso
12
r=®(r)=—-e "2 +1. (2)

1. Verificare che il problema (2) ammette un unico punto fisso a = ®(«) nell’ntervallo [1, 2].

2. Dimostrare che le iterazioni di punto fisso associate al problema (2) convergono per ogni
scelta di zo € [1,2] e trovare l'ordine di convergenza (puo essere utile sapere che ®”(x) >
0, Vx € [1,2]).

3. Posto z(® = 1, si calcolino tre iterazioni del metodo e si stimi la velocitd asintotica di
convergenza

Soluzione

1. Osserviamo che

el/? 1

e che la funzione ®(x) & decrescente essendo la derivata di ®(x), data da

12
' (z) = —%61_7

negativa Vo € [1,2]. Segue che ®([1,2]) C [1,2]. Inoltre, essendo ®”(x) = %elf%(xQ—l) >
0, Va € [1,2], ®'(x) & crescente nell’intervallo [1,2] e

e
3(1+e3)2/3

e quindi |®'(z)| < 1, Vz € [1,2].

Le proprieta ®(x) € C([1,2]) (in realtd ha una regolarita maggiore), ®([1,2]) C [1,2] e
|®'(2)] < 1, Va € [1,2] implicano la convergenza delle iterazioni di punto fisso associate a
®(x), per qualunque scelta del punto iniziale zy € [1, 2].

Inoltre poiché ®'(x) & sempre diversa da zero in [1,2], lo & in particolare in = « e quindi
il metodo risulta di ordine p = 1.

2

/ — _—

<1,

<o) =

2. Il metodo di punto fisso sara:

2(8)
2D — @)y = 3614 e

I primi tre elementi della succesione, calcolati a partire da 2(®) = 1 saranno:

W) = 1.824360635350064
) = 1.257356487467622
23 = 1.616547538624604

e la stima della velocita di convergenza considerando 23 ~ a, sard R ~ —log(®'(z®) =
0.519467426759048.



Esercizio 3

Dato il problema di Cauchy
y'(t) = f(tyt) te(toto+T] (3)
y(to) = o

si consideri per la sua discretizzazione il seguente metodo ad un passo

Up4+1 = Up + hf(tnv un)
Up+1 = Up+ hf(thrb an+1) (4)

1. Si calcoli I'ordine del metodo (4).

2. Si determini per quali valori di A il metodo (4) risulta assolutamente stabile se applicato
al problema modello

Y'(x)=y(z), x>0 (5)
y(0) =1,

con A <O.

Risoluzione

1. Il metodo (4) puo essere riscritto nel modo seguente:

K, = f(tna Un)
Ky = f(tpy1,un +hKy)
Upt1 = Uy + K. (6)

La formulazione (6) rivela che il metodo considera o ¢ un metodo di Runge Kutta a due
stadi con
b1:0, b2:1, 02:(12:1,

da cui si ricava che, essendo by + bo = 1 il metodo risulta consistente. Inoltre, essendo
il metodo a due stadi puo essere al massimo di ordine p = 2, ma cio non & vero essendo
asCcy — 1 7& %

Il metodo (4) risulta pertanto un metodo di RInge-Kutta a due stadi di ordine p = 1.

In alternativa, se non si riconosce un metodo di Runge-Kutta, si procede nel modo seguente.
Si calcola 'errore di troncamento locale:
_ Yt —Ungr Yot = [Yn + RS (bngrs Yo + 1 (Eny yn)]

Tn+1(h) h h .

Sviluppando f(tn+1,Yn + hf(tn,yn) in un intorno di ¢, e ricordando che, essendo y(t)
soluzione del problema di Cauchy (3), ¥/(¢) = f(t,y(t)) e y"(t) = fe(t, y(t) +'(t) f (¢, y(t),



si ha che

Up g1
= Yo+ hf(tat1,Yn +hf(tn, yn)
= Yo+ h[f(tn, yn) + hfe(tn, un) + hy,(tn)fy(tna Yn) + O(hz)]
= yn+ hy, + Iy, + O(h?)

Inoltre, sviluppando y,41 in un intorno di ¢,, si ha:

2

h
Yn+l = Yn + hy;L + ?yg =+ O(hg)

Si ottiene quindi:

Tnt1(h) = —gyg +0(h?*) = O(h)
che equivale a dire ordine p = 1.
. Applicando il metodo (4) al problema modello (5), si ottiene:

Uni1 = Up + hA (U + RAuy) = [1+ hA + (RA)?u, = [1 4 kXA + (X2
Si ha quindi che u,, — 0 quando n — oo se e solo se
[T+ hX+ (RA)?] < 1,

da cui per A < 0 se e solo se

— <14+hA+(AN? <|

ovvero se e solo se h|\| < 1.



Esercizio 4

Si considerino le funzioni f(z) = z log (|z| + 1) e g(x) = 3 — 2. Scrivere uno script di Matlab
che disegni il grafico delle due funzioni nell’intervallo (—3, 3)

=3

//___,_,__‘__\\ /
P

e approsimi I’area della regione S = {(z,y) € R? : f(z) <y < g(x)}.



